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Ein erweitertes Bounding Surface Modell fu¨r
die Anwendung auf allgemeine
Spannungspfade im Sand
Katharina Bergholz
Bundesanstalt fu¨r Wasserbau, Karlsruhe
Es wurde ein neues elastoplastisches Stoffgesetz fu¨r nichtbindige Bo¨den entwickelt,
das sowohl den Herausforderungen geotechnischer Probleme als auch den Anforde-
rungen der Ingenieurspraxis gerecht werden soll. Auf dem Konzept der Bounding Sur-
face Plastizita¨t beruhend [MD97], ist es in der Lage die Zustandsabha¨ngigkeit grund-
legender Verhaltensmuster von Boden abzubilden. Um die Zuverla¨ssigkeit des Modells
im Hinblick auf die Abbildung elementarer und komplexerer Spannungspfade zu ver-
bessern, wurde die urspru¨ngliche Formulierung durch optionale Features erweitert.
Die erho¨hte Schubsteifigkeit nach Lastwechseln sowie ihre dehnungsabha¨ngige Ab-
nahme im Bereich kleiner Dehnungen werden im Stoffgesetz beru¨cksichtigt. Eine ent-
sprechende Zustandsvariable skaliert den Verfestigungsmodul der kinematisch verfes-
tigenden Fließfla¨che. Eine zusa¨tzliche kappenfo¨rmige Fließfla¨che ermo¨glicht die Ent-
wicklung plastischer Verformungen auf Belastungspfaden mit konstantem Spannungs-
verha¨ltnis. Um die Anwendung des Materialmodells in der allta¨glichen Planungsar-
beit zu erleichtern, wurde eine Routine zur internen Bestimmung ausgewa¨hlter Boun-
ding Surface Parameter implementiert. Das Modell wird in einer Open Source Um-
gebung implementiert, so dass mit der o¨ffentlichen Zuga¨nglichkeit auch das Potenzial
zur Weiterentwicklung besteht.
1 Einleitung
Die Prognose von Langzeitsetzungen von Infrastrukturbauwerken stellt hohe Anspru¨-
che an das in numerischen Simulationen verwendete Materialmodell: der komplexe
Herstellungsprozess und der zyklische Charakter von Verkehrslasten stellen erheb-
liche Herausforderungen dar. Auch wenn vor allem die analytischen Fragestellun-
gen des geotechnischen Problems im Fokus stehen, sollten die Bedu¨rfnisse der Inge-
nieurspraxis bei der Stoffgesetzmodellierung nicht außer Acht gelassen werden. Mit
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dieser Zielsetzung wurde ein neues Materialmodell fu¨r nichtbindige Bo¨den auf der
Basis der Elastoplastizita¨t entwickelt. Es sollte sowohl geotechnisch relevante Span-
nungspfade geringerer und ho¨herer Komplexita¨t korrekt abbilden ko¨nnen als auch
in der Bemessungspraxis einsetzbar sein. Ersterer Aspekt beinhaltet die Modellie-
rung elementarer Verhaltensmuster von Boden, einschließlich beispielsweise scher-
bezogene Pha¨nomene wie Ver-/Entfestigung, Kontraktion/Dilatanz und das Erreichen
des kritischen Zustands (volumenkonstante Scherfestigkeit). Des Weiteren ermo¨glicht
die Erfassung von Barotropie und Pyknotropie – die Zustandsabha¨ngigkeit von Fes-
tigkeit, Steifigkeit und Dilatanz – eine vereinheitliche Modellierung. Das bedeutet,
dass mit nur einem Parametersatz das bodenmechanische Verhalten u¨ber eine große
Spannbreite an Ausgangszusta¨nden simuliert werden kann. Daru¨ber hinaus gewinnen
weitere Bodeneigenschaften an Bedeutung, wenn Spannungspfade unkonventioneller
Auspra¨gung, Lastumkehr oder zusammengesetzte Spannungspfade mit Lastrichtungs-
wechseln in Betracht gezogen werden. So ermo¨glicht zum Beispiel die kinematische
Verfestigung der Fließfla¨che die Akkumulation von Dehnungen bzw. Spannungen,
ein weiterer Mechanismus erho¨ht die Steifigkeit bei kleinen Dehnungen oder eine
zusa¨tzliche Fließfla¨che in Kappenform sorgt fu¨r irreversible Verformungen bei Belas-
tungen mit konstantem Spannungsverha¨ltnis.
Die Bounding Surface Plastizita¨t kristallisierte sich als geeignete Stoffgesetzfamilie
fu¨r die definierten Anforderungen heraus und bietet zudem das Potenzial fu¨r Weiter-
entwicklungen. Im Hinblick auf die Eignung fu¨r praktische Anwendungen sollte die
Modellformulierung schlicht und gut dokumentiert sein. Die Parameter sollten in ihrer
Anzahl u¨berschaubar sein und vom Anwender mittels konventioneller Laborversuche
bestimmt werden ko¨nnen. Außerdem sollte die Implementierung frei zuga¨nglich sein.
Die theoretischen Grundlagen, ausgewa¨hlte Modellerweiterungen und Maßnahmen
zur Erleichterung der Handhabung werden im Folgenden beschrieben. Dabei stehen
die neuen Modelloptionen und ihr Vermo¨gen zur besseren Abbildung des Bodenver-
haltens im Vordergrund.
2 Theoretische Grundlagen
DasMaterialmodell basiert auf dem Konzept der Bounding Surface Plastizita¨t, die von
Dafalias und Popov [DP75] und Krieg [Kri75] eingefu¨hrt wurde. Die urspru¨ngliche
Zwei-Fla¨chen-Formulierung wurde im Laufe der Zeit weiterentwickelt [MNZ79,
DH80, Bar84, u. a.] und erhielt ihre Vier-Fla¨chen-Gestalt durch Manzari und Dafali-
as [MD97]. Die grundlegende Idee des Modells besteht darin, den Abstand zwischen
dem aktuellen Spannungspunkt (auf der Fließfla¨che) und einer bestimmten Grenz-
spannung (auf der Bounding Surface) in Beziehung zum Verfestigungsmodul zu set-
zen und mit diesem Maß die Entwicklung der Bodensteifigkeit zu steuern. Dieses
Prinzip wurde durch das Hinzufu¨gen zwei weiterer Fla¨chen im Spannungsraum auf
das volumetrische Verhalten und die Scherfestigkeit u¨bertragen: die Dilatancy Sur-
face und die Critical State Surface. So wie die Bounding Surface als Referenzfla¨che in
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Bezug auf Ver- und Entfestigung dient, reagiert der Boden mit Kontraktion oder Dila-
tanz abha¨ngig von der Lage des Spannungspunktes zur Dilatancy Surface. Die Critical
State Line (CSL) existiert sowohl im Spannungsraum (p,q) als auch im Spannungs-
Porenzahl-Raum (p,e) – siehe Abbildung 1 – und fungiert als Grenzzustand im Sinne
der Theorie der kritischen Zusta¨nde [RSW58, SW68]. Durch die Einfu¨hrung einer Zu-
standsvariable in die mathematischen Gleichungen bereicherten Manzari und Dafali-
as [MD97] die Bounding Surface Theorie um das Konzept der Zustandsabha¨ngigkeit
bezu¨glich Dichte und Spannung. Dieser sogenannte Zustandsparameter ψ nach Been
und Jefferies [BJ85] bemisst den Abstand zwischen dem aktuellen Zustand im p,e -
Raum von seinem Bildpunkt auf der CSL in Form der Porenzahl (Abbildung 1a):
ψ = e− ecs (1)
Das Vorzeichen von ψ bestimmt daru¨ber, ob es sich um einen lockeren und kontrak-
tanten (ψ > 0) oder einen dichten und dilatanten Zustand (ψ < 0) handelt. Mit der
Einbindung des Zustandsparameters in die mathematischen Ausdru¨cke fu¨r Bounding
und Dilatancy Surface via Mb und Md bestimmt er deren Ausdehnung abha¨ngig vom
aktuellen Zustand. Diese beiden deviatorischen Spannungsverha¨ltnisse beziffern den
Anstieg der linearen Projektionen der zwei Fla¨chen im Kompressions- und Extensi-
onsbereich (c/e) des p,q -Spannungsraums (siehe Abbildung 1b):
Mb,dc,e = f
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)
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Abbildung 1: (a) Definition des Zustandsparameters ψ nach Been und Jefferies
[BJ85], (b) Modellfla¨chen im triaxialen Spannungsraum
Im speziellen Fall der Kompression stellt der verallgemeinernde Ausdruck in Glei-
chung (2) sicher, dassMb ≥Mc und außerdem dassMd ≤Mc fu¨r dichten undMd ≥Mc
fu¨r lockeren Sand erfu¨llt ist. Des Weiteren giltMb,d →Mc bei der Anna¨herung an den
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kritischen Zustand (ψ → 0), so dass sich letztendlich alle Modellfla¨chen auf der Criti-
cal State Surface vereinen. Die Differenz zwischen dem Anstieg der Fla¨che Mb,d und
dem aktuellen Spannungsverha¨ltnis η = q/p geht schließlich in die Formulierung des
Verfestigungsmoduls der Fließfla¨che Hcone und in das Dilatanzverha¨ltnis D=
ε˙p
ε˙q
ein:
Hcone = f
(
Mb−η
)
und D= f
(
Md−η
)
(3)
Auf diese Weise werden Steifigkeitsentwicklung und volumetrisches Verhalten mit-
tels Verfestigungsgesetz
(
α˙ = Hcone · ε˙ pl
)
beziehungsweise Fließregel gesteuert. Es
sei angemerkt, dass sich im Falle einer Lastumkehr fu¨r die Berechnung des Abstands-
maßes die Bezugsfla¨che von Kompression auf Extension a¨ndert (bzw. umgekehrt).
Daraus folgt, dass die plastische Steifigkeit (wegen des gro¨ßeren Abstands) sprung-
haft ansteigt und die volumetrische Antwort unabha¨ngig vom aktuellen Zustand des
Bodens kontraktant wird.
Aus Platzgru¨nden werden die Gleichungen (2) und (3) hier nicht weiter detailliert; bei
Interesse sei auf die Vero¨ffentlichung von Manzari und Dafalias [MD97] verwiesen.
Der elastische Bereich wird durch die vierte Modellfla¨che berandet, eine konische
Fließfla¨che mit der O¨ffnungsweite m, deren Mittelachse den aktuellen Backstress α
markiert. Im triaxialen Spannungsraum ist die Fließfla¨che folgendermaßen definiert:
f cone = η−α±m= 0 (4)
Sie verfestigt sich rein kinematisch als eine Funktion des Backstress-Verha¨ltnisses
α , das die Rotation des Konus um seine Spitze im Koordinatenursprung steuert. Die
Gro¨ße des Konus m bleibt konstant und bestimmt den Spannungsbereich des elas-
tischen Verhaltens. Im Falle einer Lastumkehr spielt diese eine wichtige Rolle, denn
dann muss der Spannungspunkt zuna¨chst den gesamten elastischen Bereich durchque-
ren, bevor die Fließbedingung erneut verletzt wird und plastische Dehnungen auftreten
ko¨nnen.
Seit der Vero¨ffentlichung des Modells vonManzari und Dafalias [MD97] folgten zahl-
reiche Modifikationen. Die urspru¨nglichen konstitutiven Gleichungen wurden umfor-
muliert, um die Modellantwort im Hinblick auf experimentelle Beobachtungen zu ver-
bessern. Auf a¨hnliche Weise diente dieses Bounding Surface Modell auch der vorlie-
genden Weiterentwicklung als Ausgangspunkt, denn es erfu¨llt die eingangs genannten
Grundvoraussetzungen, bietet aber dennoch Potenzial fu¨r Fortentwicklungen (wie die
Belastung bei konstantem Spannungsverha¨ltnis oder die Steifigkeit bei kleinen Deh-
nungen). In den folgenden Abschnitten wird auf die wichtigsten Neuerungen einge-
gangen.
3 Dilatanzformulierung
Im Gegensatz zu bekannten Spannungs-Dilatanz-Theorien [Row62, RST63, SW68],
die gro¨ßtenteils auf Energiebetrachtungen basieren und das volumetrische Verhal-
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Abbildung 2: Triaxiale Kompressionsversuche (p0 = 500kPa) unterschiedlicher
Ausgangsporenzahlen e0 unter Verwendung zweier Zustandsfunktionen ( f
new
sd ,
f LDsd ): (a) Entwicklung von M
d (fette schwarze) und η (farbige Kurven) u¨ber
ψ , (b) Dehnungsentwicklung ε1-εv
ten allein mit dem Spannungsverha¨ltnis in Beziehung setzen, erweiterte das Boun-
ding Surface Konzept diese Abha¨ngigkeit um die Dichte des Bodens. Das Dilatanz-
verha¨ltnis D, wie es in der Cam Clay Dilatanzformulierung [RST63] enthalten ist,
verwendet das (konstante) Spannungsverha¨ltnis im kritischen Zustand Mc as Bezugs-
wert. Der Austausch gegen das zustandsabha¨ngige Dilatanz-Spannungsverha¨ltnis Md
(siehe Gleichung (3)) ermo¨glicht unterschiedliche volumetrische Antworten abha¨ngig
von der Ausgangsporenzahl des Bodens.
Im urspru¨nglichen Bounding Surface Modell von Manzari und Dafalias [MD97] ist
der Ausdruck fu¨r den dilatancy surface Parameter Md in Gleichung (2) eine lineare
Funktion des Zustandsparameters ψ; Li und Dafalias [LD00] setzten stattdessen ein
exponentiell mit ψ variierendes Spannungsverha¨ltnis an. Ein neuer Vorschlag fu¨r das
Dilatanz-Spannungsverha¨ltnis von Tsegaye [Tse14] fußt auf einem allgemeineren An-
satz. Das Spannungsverha¨ltnisMd wird in eine Funktion des kritischen Reibungswin-
kels ϕcs gewandelt und durch Multiplikation mit einer Funktion fsd zustandsabha¨ngig
gemacht:
Mdc,e =
6 fsd sinϕcs
3∓ fsd sinϕcs
(5)
Die sogenannte Zustandsfunktion fsd ist abha¨ngig von Spannung, Porenzahl und ge-
gebenenfalls weiteren Zustandsvariablen und skaliert den kritischen Reibungswinkel
entsprechend des aktuellen Zustands, wobei bei Erreichen des kritischen Zustands
(ψ = 0) gilt, dass fsd = 1 und daher M
d =Mc. Folglich ko¨nnen die beiden volumen-
konstanten Zusta¨nde (D = 0) – Phasenu¨bergang von kontraktant (D > 0) zu dilatant
(D < 0) und kritischer Zustand – bei unterschiedlichen Spannungsverha¨ltnissen auf-
treten, wie experimentelle Beobachtungen zeigen [z. B. BJ04].
Im vorliegendenModell wurde eine leicht modifizierte Form der von Li et al. [LDW99]
vorgeschlagenen exponentiellen Funktion implementiert, wobei durch die Wurzel der
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nichtlineare Einfluss von ψ gesteigert wird:
f newsd = exp
(
md · sgnψ ·
√
|ψ|
)
(6)
Die Auswirkung dieser A¨nderung im Vergleich zur Dilatanzformulierung nach Li
und Dafalias [LD00] – f LDsd = exp(md ·ψ) – kann Abbildung 2 entnommen werden.
Die sta¨rkere Kru¨mmung der Md -Kurve bei Anna¨herung an den kritischen Zustand
(ψ → 0) hat eine gro¨ßere Differenz Md −η zur Folge (a) und verursacht damit eine
ausgepra¨gtere Dilatanz bzw. Kontraktanz (b).
4 Die Kappe
bounding surface
critical state surface
dilatancy surface
cone yield surface
cap yield surface(a)
(b)
Abbildung 3: Modellfla¨chen des Bounding Surface Modells mit Kappenerweiterung:
(a) 3D und (b) 2D [nach Tai09] Darstellung im multiaxialen Spannungsraum
Die Formulierung des urspru¨nglichen Bounding Surface Modells [MD97] fußte auf
der Annahme, dass sich Sand hauptsa¨chlich bei Scherung verformt; irreversible Defor-
mationen aus Belastungspfaden mit konstantem Spannungsverha¨ltnis (η = konst.) wie
isotroper oder o¨dometrischer Kompression wurden als vernachla¨ssigbar eingescha¨tzt.
Die Wahl einer offenen, konischen Fließfla¨che tra¨gt dieser Vereinfachung Rechnung,
denn so ko¨nnen bei konstantem Spannungsverha¨ltnis lediglich elastische Verformun-
gen entstehen. Insbesondere im Falle von sehr locker gelagerten Sanden oder sehr ho-
hen Spannungen (die zum Kornbruch fu¨hren ko¨nnen), treten jedoch tatsa¨chlich plas-
tische Deformationen auf. Um auch solche Belastungssituationen beru¨cksichtigen zu
ko¨nnen, wurde eine zweite Fließfla¨che implementiert, die den offenen Konus schließt.
Obwohl die numerische Handhabung zweier Fließfla¨chen anspruchsvoller ist als bei-
spielsweise die einer geschlossenen Formulierung, wie vorgeschlagen von Taiebat und
Dafalias [TD08], hat der getrennte Kappenmechanismus einen entscheidenden Vor-
teil: Die Kappe kann unabha¨ngig vomKonus anhand von Versuchsdaten aus o¨dometri-
scher oder isotroper Kompression kalibriert werden, da in diesem Fall die Verfesti-
gungsmechanismen entkoppelt sind.
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Im triaxialen Spannungsraum hat die Kappe die Gestalt einer Ellipse, die mathema-
tisch beschrieben ist durch
f cap =
q2
M2cap
+ p2− p2c = 0 (7)
Sie ist um den Koordinatenursprung zentriert, schneidet die p -Achse bei der Vorkon-
solidierungsspannung pc und ihre Steilheit wird durch den Kappenparameter Mcap
bestimmt. Ihr multiaxiales A¨quivalent ist in Abbildung 3a dargestellt. Im Gegensatz
zum Konus ist die Kappe assoziiert, so dass f cap = gcap. Der gemeinsame Parameter
Mcap ist keine Konstante, sondern eine Funktion des Erdruhedruckbeiwertes K0, der
O¨dometersteifigkeit Eoed und von elastischen Eigenschaften (E,ν). So wird sicherge-
stellt, dass der Spannungspfad eines O¨dometerversuchs im p,q -Raum eine Neigung
besitzt, die η = f (K0) entspricht. Das Verfestigungsgesetz wurde entsprechend ange-
passt, so dass sich die Spannungs-Dehnungs-Antwort gema¨ß dem benutzerdefinierten
spannungs- und dichteabha¨ngigen Eoed entwickelt.
Die Herausforderung beim Umgang mit zwei interagierenden Fließfla¨chen liegt in
der Handhabung von Belastungssituationen, in denen die Fließbedingung von sowohl
Konus als auch Kappe verletzt wird. Numerisch wird dieses
”
Eckproblem“ mit Hil-
fe eines speziellen Integrationsalgorithmus fu¨r singula¨re Fließfla¨chen nach de Borst
[dBor87] gelo¨st. Er basiert auf der Regel von Koiter [Koi53], nach der sich die plas-
tische Dehnungsrate aus den Verformungsbeitra¨gen beider Fließfla¨chen zusammen-
setzt.
Simulationen konventioneller triaxialer Kompressionsversuche, ausgehend von nor-
malkonsolidierten isotropen Spannungszusta¨nden (Konus und Kappe aktiv), haben ge-
zeigt, dass die U¨berlagerung der plastischen Dehnungsanteile zu einer Bodenantwort
fu¨hrt, die deutlich weicher ist, als es Experimente an Sand rechtfertigen wu¨rden. Die-
se Beobachtung gab Anlass dazu, die Fließregel der Kappe so zu vera¨ndern, dass sie
steifer bzw. sehr steif reagiert, sobald Scherspannungen wirken bzw. sich das Span-
nungsverha¨ltnis a¨ndert. Folglich tra¨gt die Kappe in solchen Fa¨llen deutlich weniger
bis nahezu gar nicht zu den irreversiblen Verformungen bei. Die konstitutive Maß-
nahme besteht darin, den Verfestigungsmodul sowohl von der Rate des Spannungs-
verha¨ltnisses η˙ als auch von der Richtung der Dehnungsrate in Form von ε˙p und ε˙q
abha¨ngig zu machen:
Hcap = Hcap0 ·h(η˙ , ε˙p, ε˙q) (8)
H
cap
0 entspricht dem Basiswert des Verfestigungsmoduls der Kappe, der aus den obi-
gen Betrachtungen resultiert. Die zusa¨tzlichen Abha¨ngigkeiten sind erforderlich, um
neben Spannungspfaden mit konstanten Spannungsverha¨ltnissen auch proportionale
Dehnungspfade modellieren zu ko¨nnen, die sich durch konstante Raten der Haupt-
dehnungskomponenten ε˙1 : ε˙2 : ε˙3 auszeichnen. Fu¨r die Hilfsfunktion h(η˙ , ε˙p, ε˙q) in
Gleichung (8) wurde eine exponentielle Funktion der Form
h(η˙ , ε˙p, ε˙q) =C
f(η˙ ,ε˙p,ε˙q) (9)
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gewa¨hlt, die als eine Art Schaltfunktion ohne Unstetigkeiten fungiert.C ist eine belie-
bige große Zahl (z. B. 1000) und der Exponent nimmt Werte von ≃ 1 bei Spannungs-
verha¨ltnisa¨nderungen und ≃ 0 fu¨r proportionale Spannungs- und Dehnungspfade an,
was zu h(η˙ , ε˙p, ε˙q) ≃ C bzw. h(η˙ , ε˙p, ε˙q) ≃ 1 fu¨hrt. Somit wird der Verfestigungs-
modul Hcap entweder ku¨nstlich u¨berho¨ht, um sehr wenig plastische Verformungen zu
erzeugen, oder er bleibt unvera¨ndert auf seinem Ausgangswert H
cap
0 .
5 Steifigkeit bei kleinen Dehnungen
Die Steifigkeitsentwicklung bei elastoplastischen Deformationsprozessen wird dem
Bounding Surface Konzept zufolge vom Zustand des Bodens (Druck und Dichte) ge-
steuert, was sich in der zustandsabha¨ngigen Formulierung der Stoffmodellgleichun-
gen widerspiegelt (Gleichungen (1)-(3)). Neben Spannung und Porenzahl ist es jedoch
auch die Gro¨ße der Dehnungen, die einen Einfluss auf die Bodensteifigkeit hat, ins-
besondere im Bereich der sehr kleinen Dehnungen [Bur89, AS91, Mai93, u. a.]. Eine
große, quasi-elastische Schubsteifigkeit bei sehr kleinen Dehnungen (z. B. direkt nach
einer Lastumkehr, < 10−6) wird gefolgt von einem stetigen Steifigkeitsabfall bei klei-
nen Dehnungen, bis zu einem gewissen Minimum bei mittleren bis großen Dehnungen
(> 10−3). Viele geotechnische Probleme bewegen sich im Bereich der kleinen Deh-
nungen und vor allem bei Gebrauchstauglichkeitsnachweisen, wo die realita¨tsnahe
Prognose von Verformungen von Bedeutung ist, oder bei dynamischen Beanspruchun-
gen spielen sie eine wichtige Rolle. In solchen Fa¨llen ist die Steifigkeitscharakteristik
eine Bodeneigenschaft, die es sich lohnt zu beru¨cksichtigen.
Im urspru¨nglichen Bounding Surface Modell [MD97] ist der U¨bergang vom elasti-
schen zum plastischen Verhalten gekennzeichnet durch einen abrupten Steifigkeitsab-
fall (gestrichelte Linie in Abbildung 4a). Sein Erscheinen ist hauptsa¨chlich von Span-
nungsgro¨ßen abha¨ngig, da der elastische Bereich im Spannungsraum definiert ist. Um
die beschriebene Abnahmecharakteristik zu erhalten, ist es daher wu¨nschenswert den
Steifigkeitssprung beim Einsetzen der irreversiblen Verformungen zu gla¨tten und ei-
ne Dehnungsabha¨ngigkeit zu integrieren. Im Gegensatz zu bisherigen Vorschla¨gen,
die die Strategie verfolgten, die elastische Steifigkeit anzupassen [PB02, Ben07], wird
hier das Verfestigungsgesetz modifiziert. Dazu wird ein zusa¨tzlicher Faktor hss ein-
gefu¨hrt, der den Verfestigungsmodul in Abha¨ngigkeit von der Scherdehnung skaliert:
Hcone = hss (γ) ·H
cone
0 (10)
Hcone0 entspricht demBounding Surface-bezogenen Verfestigungsmodul aus Gleichung
(3).
Die Aufgabe von hss besteht darin, die Scherspannungsentwicklung nachzuverfolgen
und den Verfestigungsmodul entsprechend anzupassen (Abbildung 4). Bei sehr klei-
nen Dehnungen nimmt es große Werte an, um Hcone zu vergro¨ßern und damit zu
verhindern, dass die Gesamtsteifigkeit zu schnell vom quasi-elastischen Niveau des
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Abbildung 4: Abfall (a) des Sekantenschubmoduls G und (b) des Steifigkeitsfaktors
hss mit ( ) und ohne ( ) Option zur Beru¨cksichtigung kleiner Dehnungen
Schubmoduls abfa¨llt (small strain hardening). Mit Anna¨herung an gro¨ßere Dehnun-
gen strebt hss gegen 1, so dass die Steifigkeit bei hss = 1 ausschließlich vom Bounding
Surface Verfestigungsmechanismus (BS hardening) bestimmt wird. Daru¨ber hinaus
muss es ebenso Lastwechsel erkennen, um die Reinitialisierung des Steifigkeitsab-
nahmeprozesses auszulo¨sen.
Zur Verfolgung der Scherdehnungen einschließlich Lastwechsel sind unterschiedli-
che Ansa¨tze entwickelt worden. Es gibt spannungsbasierte Modelle (zumeist kine-
matisch verfestigend), die der Belastungsgeschichte im Spannungsraum mittels ei-
ner oder mehrerer Erinnerungsfla¨chen (memory surface) folgen, z. B. [AM89, PB98,
PB02]. Alternativ kann die Belastung auch in Form von Dehnungen gespeichert wer-
den, wie beispielsweise realisiert im
”
Brick Modell“ von Simpson [Sim92] (in einen
elastoplastischen Kontext implementiert von La¨nsivaara [La¨n99]), im
”
Small Strain
Overlay Modell“ von Benz [Ben07] oder durch das hypoplastische Konzept der in-
tergranularen Dehnung von Niemunis und Herle [NH97]. Beide Strategien haben
ihre Berechtigung. Da die Steifigkeitsreduktion im Bereich kleiner Dehnungen ein
dehnungsabha¨ngiges Pha¨nomen ist, wa¨re es konsequent im Dehnungsraum zu blei-
ben. Andererseits beziehen sich beispielsweise die (erweiterten) Regeln von Masing
[Mas26, Pyk79, u. a.], die wichtige Eigenschaften zyklischen Bodenverhaltens be-
schreiben, zum Teil auf Spannungsgro¨ßen. Zu diesen Beobachtungen geho¨ren ein
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quasi-elastischer Schubmodul nach jeder Lastumkehr, ein doppelt so schneller Stei-
figkeitsabfall bei Erstbelastung (im Vergleich zu Ent- und Wiederbelastung) sowie die
Wiederaufnahme und Fortsetzung vormals verlassener Spannungs-Dehnungs-Pfade.
Verschiedene Modelle wurden im Rahmen der Arbeit implementiert und getestet; das
dehnungsbasierte Konturenmodell wird im Folgenden beispielhaft erla¨utert.
Der Mechanismus zur Verfolgung der Dehnungen ist auf die deviatorische Dehnungs-
komponente beschra¨nkt, genauer gesagt, ihre A¨nderung seit der letzten Lastumkehr.
Die Dehnungshistorie wird in Form von ineinander geschachtelten kreisfo¨rmigen Kon-
turen gespeichert, deren Durchmesser sich entsprechend der erfahrenen Scherdeh-
nungen vergro¨ßern. Eine Kontur ist u¨ber ihren Mittelpunkt und die Koordinate ihres
Fixpunktes definiert. Letzterer markiert die letzte Lastumkehr, der bewegliche Punkt
auf der gegenu¨berliegenden Seite der Kontur entspricht der aktuellen Scherdehnung,
so dass die Mittelpunktkoordinate ermittelt und als Hilfspunkt gespeichert werden
kann. Fu¨r die Verfolgung der Dehnungsentwicklung ist das Erkennen von Lastwech-
seln entscheidend. Dies ist mo¨glich durch die sta¨ndige U¨berpru¨fung, ob die A¨nderung
der Scherdehnung (bezu¨glich des letzten Lastwechsels) von einem Lastschritt zum
na¨chsten, χ˙e, das Vorzeichen wechselt:
χ˙e = χ˙
i
e− χ˙
i−1
e mit χe = ∆γ
SR = γ− γSR (11)
+γ
−γ
innerer Dehnungskonturen
Entstehung neuer
Dehnungskonturen
Auslo¨schung von
Dehnungskonturen
Aufweitung a¨lterer
Erstbe-
lastung
aktuelle
Dehnung
letzte Scher-
dehnungsumkehr
0
1
2
3
4
5
(c)(b)(a)
Abbildung 5: Entwicklung der Dehnungskonturen bei Scherbeanspruchung mit Last-
wechseln
Die Entwicklung der Konturen ist in Abbildung 5 dargestellt; die aktive Kontur (aktu-
eller Zustand) ist rot gekennzeichnet. Im Sonderfall Erstbelastung dehnt sich die um
den Nullpunkt zentrierte Initialkontur gleichma¨ßigen im ihren fixierten Mittelpunkt
(0) aus. Sobald ein Lastwechsel erkannt wird (1), entsteht eine neue Kontur, die ih-
ren Festpunkt im letzten Umkehrpunkt hat und sich in die entgegengesetzte Richtung
aufweitet. Die letzten Koordinaten der deaktivierten Kontur werden im Speicher ein
Level nach unten verschoben. Beim na¨chsten Lastwechsel (2) wiederholt sich diese
Prozedur (Abbildung 5a): die vorherige Kontur wird inaktiv, ihre Koordinaten wer-
den ganz oben im Speichervektor abgelegt und die neu entstandene Kontur verfolgt
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Abbildung 6: Steifigkeitsabnahme bei kleinen Dehnungen am Beispiel von Toyoura
Sand mit einer Ausgangsdichte von e0 ≈ 0.64 und unterschiedlichen Anfangsspan-
nungsniveaus: _ N  experimentelle Daten von Kokusho [Kok80], Simulation mit
m= 0.003, γlim = 2 ·10
−3, mR = 17, ζ = 12
die aktuelle Dehnungsentwicklung (3). Wenn sich nun die innerste Kontur ausdehnt
bis sie die na¨chstgelegene inaktive Kontur des vorherigen Dehnungszyklus erreicht,
wird die aktuelle Kontur aus der Dehnungsgeschichte gelo¨scht und die letzte Kontur
aus dem Speicher reaktiviert (4, Abbildung 5b). Ihre Koordinaten werden in den ak-
tiven Konturvektor geladen und die Kontur weitet sich weiter auf (5, Abbildung 5c).
Auf diese Weise kann ein a¨lterer Dehnungspfad wieder aufgenommen werden, was
gleichermaßen fu¨r die Erstbelastung gilt.
Der Durchmesser der aktiven Kontur ∆γSR dient als Maß fu¨r die Ableitung der plasti-
schen Steifigkeit: ins Verha¨ltnis zu einer definierten Dehnungsgrenze γlim gesetzt, la¨sst
sich der Faktor hss zwischen 1 und einem Maximum mR interpolieren:
hss = 1+(mR−1)
(
1−min
(
∆γSR
γlim
,1
))ζ
(12)
mR entspricht dem gro¨ßtmo¨glichen Multiplikator der plastischen Steifigkeit, der un-
mittelbar nach einem Lastwechsel auftritt. Der Exponent ζ bestimmt die Kru¨mmung
der Steifigkeitsabnahmekurve.
Wird die beschriebene Steifigkeitsreduktion auf die Simulation von triaxialen Kom-
pressionsversuchen von sehr kleinen bis großen Dehnungen angewendet, ergibt sich
eine Abnahme der Sekantenschubsteifigkeit wie in Abbildung 6 zu sehen. Der Ver-
gleich mit Experimenten an Toyoura Sand [Kok80] zeigt eine gute U¨bereinstimmung.
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Es sei angemerkt, dass der U¨bergang von elastisch zu elastoplastisch abha¨ngig von
der Wahl des O¨ffnungsparameters m der Fließfla¨che als ein Knick im Steifigkeits-
abfall erkennbar ist. Aufgrund der mit der mittleren Spannung linear zunehmenden
O¨ffnungsweite des Konus verschiebt sich dieser Knick mit zunehmendem Spannungs-
niveau zu gro¨ßeren Dehnungen (gestrichelter Pfeil in Abbildung 6). Dieses Pha¨nomen
kann abgemindert werden, indem die Fließfla¨che mit einem sehr kleinen Wert fu¨r m
anna¨hernd zu einer Linie geschrumpft wird und mR und ζ entsprechend angepasst
werden.
Das Bounding Surface Konzept in Verbindung mit den Mechanismen zur Verfol-
gung der Scherdehnungsentwicklung und zur Reduktion der plastischen Steifigkeit
ermo¨glicht das Abbilden der charakteristischen Spannungs-Dehnungs-Hysterese in-
folge von Lastwechseln wie von den erweiterten Regeln von Masing beschrieben. Wie
bereits erwa¨hnt, bezieht sich jedoch insbesondere eine der Beobachtungen auf den
Spannungs-Dehnungs-Raum: Das Treffen zweier Konturen (mit anschließender Fort-
entwicklung der a¨lteren Kontur) ist an eine bestimmte Spannung oder ein Spannungs-
verha¨ltnis geknu¨pft, was mit Dehnungskonturen nicht erfasst werden kann. Wenn die
absolute Einhaltung der erweiterten Regeln von Masing erwu¨nscht ist, besteht die
Mo¨glichkeit die Dehnungskonturen in Spannungskonturen umzuwandeln, indem Ver-
a¨nderungen in Form des deviatorischen Spannungsverha¨ltnisses η anstelle der Scher-
spannung γ verfolgt werden. Die Grenzdehnung γlim muss dann in ein Grenzspan-
nungsverha¨ltnis ηlim umgerechnet werden, das den Einfluss der u¨berho¨hten Steifig-
keit abha¨ngig von der A¨nderung des Spannungsverha¨ltnisses seit der letzten Lastum-
kehr beschra¨nkt. Die deviatorische Spannungskomponente des Verha¨ltnisses wird an-
gena¨hert durch das Produkt aus elastischem Schubmodul bei Lastumkehr und der
Grenzdehnung:
ηlim ≈ alim
2GSRγlim
pSR
(13)
alim ist eine Hilfsgro¨ße, um die Nichtlinearita¨t der Steifigkeitsabnahme zu erfassen,
und kann mit 1
3
abgescha¨tzt werden (entsprechend eines Vorschlags nach [PB02]).
6 Weitere Hinweise zur Umsetzung
Nachdem in den vorherigen Abschnitten auf theoretische Aspekte des neuen Modells
eingegangen worden ist, sei darauf hingewiesen, dass nur ein Teil der Erweiterungen
vorgestellt werden konnte. Eine weitere interessante Weiterentwicklung sei hier le-
diglich erwa¨hnt: Analog zum Steifigkeitsmechanismus bei kleinen Dehnungen sorgt
eine zusa¨tzliche Funktion in Abha¨ngigkeit von der dissipierten Gesamtenergie fu¨r die
Anpassung des Verfestigungsmoduls (und des Dilatanzverha¨ltnisses) im Hinblick auf
das Akkumulationsverhalten des Bodens (wie Shakedown-Pha¨nomen oder zyklische
Mobilita¨t).
Bezu¨glich der Anforderungen aus der Ingenieurspraxis sollte angemerkt werden, dass
die Implementierung modular aufgebaut ist. Das erlaubt entweder die Nutzung der ur-
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spru¨nglichen Bounding Surface Formulierung oder die Aktivierung zusa¨tzlicher Op-
tionen, wenn bestimmte Aspekte des Bodenverhaltens beru¨cksichtigt werden sollen.
Folglich kann die Komplexita¨t des Modells und die Anzahl der Parameter an den An-
spruch des geotechnischen Problems angepasst werden.
Die meisten Materialparameter ko¨nnen mit Hilfe konventioneller Laborversuche er-
mittelt werden, nur wenige erfordern eine
”
Trial and Error“-Kalibrierung. Um die Be-
stimmung Bounding Surface-bezogener Parameter zu erleichtern, die nur indirekt mit
Versuchsdaten korreliert sind, wurde eine Routine entwickelt, die den Kalibrierungs-
prozess unterstu¨tzt. Mittels etablierter Materialkonstanten und alternativer Laborver-
suchsergebnisse ko¨nnen diese Parameter intern mit einem ableitungsfreien, evoluti-
ona¨ren Optimierungsalgorithmus kalibriert werden.
Das erweiterte Bounding Surface Modell wurde in einem standardisierten Format
fu¨r benutzerdefinierte Stoffgesetze implementiert (UMAT/UDSM) und wird in einer
Open Source Umgebung frei verfu¨gbar sein.
7 Zusammenfassung
Es wurde ein neu entwickeltes Materialmodell vorgestellt, das auf der Bounding Sur-
face Plastizita¨t nach Manzari und Dafalias [MD97] basiert. Aufgrund der zustands-
abha¨ngigen Formulierung der konstitutiven Gleichungen ko¨nnen grundlegende Aspek-
te des Bodenverhaltens wie Ver-/Entfestigung oder Kontraktion/Dilatanz mit nur ei-
nem Parameterset abgebildet werden – unabha¨ngig vom Ausgangszustand des Bo-
dens. Eine Auswahl implementierter Modellerweiterungen wurde beschrieben:
• eine verbesserte Dilatanzformulierung,
• eine kappenfo¨rmige Fließfla¨che fu¨r irreversible Verformungen auf Spannungs-
pfaden mit konstantem Spannungsverha¨ltnis und
• ein dehnungsabha¨ngiger Mechanismus fu¨r den Steifigkeitsabfall bei kleinen
Dehnungen in Kombination mit einem konturbasierten Speicher fu¨r die Deh-
nungsgeschichte.
Die Kalibrierung der Bounding Surface-spezifischen Parameter wird mit Hilfe einer
internen Hilfsroutine erleichtert, die alternative Eingabeparameter mit einem sta¨rkeren
Bezug zu Laborversuchsergebnissen nutzt. Die Implementierung in einer Open Source
Umgebung ermo¨glicht die o¨ffentliche Zuga¨nglichkeit und bietet damit Potenzial fu¨r
Weiterentwicklungen.
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